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Teorema
Non esiste alcun numero razionale r ∈ Q tale che
r2 = 2 (1)
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Dimostrazione Esprimiamo il numero razionale r con una frazione
ai minimi termini:
r =
p
q
Supponiamo, per assurdo che (1) valga, allora
p2 = 2q2 (2)
Da (2) si deduce che p2 e` un numero pari, ma allora anche p e` un
numero pari, rappresentato nella forma p = 2k. D’altra parte, sos-
tituendo in (2), vediamo che
p2 = (2k)2 = 4k2 = 2q2 =⇒ 2k2 = q2 (3)
Da (3) segue che q2 e` pari e allora anche q e` pari, ma questo contrad-
dice il fatto che p e q sono privi di fattori comuni.
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Esercizio
Dimostrare che non esiste alcun numero razionale r ∈ Q tale che
10r = 5
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Campo dei razionali
F1 (a + b) + c = a + (b + c) proprieta` associativa della somma
F2 a + b = b + a proprieta` commutativa della somma
F3 esiste 0 ∈ Q tale che per ogni a ∈ Q, a + 0 = a
F4 per ogni a ∈ Q esiste un elemento −a ∈ Q tale che a + (−a) = 0
F5 (ab)c = a(bc) proprieta` associativa del prodotto
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F6 ab = ba proprieta` commutativa del prodotto
F7 esiste 1 ∈ Q tale che per ogni a ∈ Q, a1 = a
F8 per ogni a ∈ Q, a 6= 0 esiste 1/a ∈ Q tale che a(1/a) = 1
F9 a(b + c) = ab + ac proprieta` distributiva
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Ordine
Se m, n ∈ Z diremo che m > n se e solo se esiste p ∈ N tale che
m = n + p
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Ordine
Se m, n ∈ Z diremo che m > n se e solo se esiste p ∈ N tale che
m = n + p
L’ordinamento si estende ai razionali: dati due razionali m1/n1 e
m2/n2 in cui possiamo supporre che sia n1, n2 > 0 diciamo che
m1
n1
<
m2
n2
se m1n2 < m2n1
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Dati a, b, c ∈ Q:
O1 a < b e b < c implica a < c proprieta` transitiva
O2 vale una sola delle tre relazioni a < b, o a = b, o a > b legge di
tricotomia
O3 a < b implica a + c < b + c compatibilita` con la somma
O4 a < b e c > 0 implica ac < bc compatibilita` con il prodotto
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Densita`
Fra due numeri razionali r1 < r2 ne esiste un terzo r tale che r1 < r <
r2. Basta infatti prendere r = (r1 + r2)/2. Dalla proprieta` di densita`
scende subito che esistono infiniti numeri razionali fra i due razionali
r1 < r2.
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L’insieme R dei numeri reali e` un campo ordinato che contiene l’insieme
Q. La proprieta` di densita` di Q non impedisce, stante l’ irrazionalita`
di
√
2, che l’insieme Q abbia dei buchi. L’insieme R, grazie a quella
che si chiama proprieta` di completezza, ha una struttura continua,
senza buchi o interruzioni.
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Assioma di Completezza
Un sottoinsieme B di Q si dice superiormente limitato se esiste
q ∈ Q tale che q ≥ b per ogni b ∈ B. L’elemento q viene detto
maggiorante dell’insieme B
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Assioma di Completezza
Un sottoinsieme B di Q si dice superiormente limitato se esiste
q ∈ Q tale che q ≥ b per ogni b ∈ B. L’elemento q viene detto
maggiorante dell’insieme B
Se B e` un insieme superiormente limitato il numero s si dice estremo
superiore di B se
• s e` un maggiorante di B;
• per ogni m ∈ Q che sia maggiorante di B risulta s ≤ m.
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Il punto cruciale e` che in Q esistono insiemi superiormente limitati
sprovvisti di estremo superiore. Consideriamo infatti l’insieme
D = {a ∈ Q : a ≥ 0 e a2 < 2}
Tale insieme e` evidentemente superiormente limitato in quanto se a ∈
D si ha certamente a2 < 4 e quindi a < 2
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Il punto cruciale e` che in Q esistono insiemi superiormente limitati
sprovvisti di estremo superiore. Consideriamo infatti l’insieme
D = {a ∈ Q : a ≥ 0 e a2 < 2}
Tale insieme e` evidentemente superiormente limitato in quanto se a ∈
D si ha certamente a2 < 4 e quindi a < 2
• Assioma di completezza: ogni sottoinsieme di R non vuoto e
superiormente limitato ammette estremo superiore in R.
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Dato un sottoinsieme B di R Il numero reale r si dice minorante di
B, se, per ogni b ∈ B riesce b ≥ r. In tal caso l’insieme B si dice
inferiormente limitato.
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Dato un sottoinsieme B di R Il numero reale r si dice minorante di
B, se, per ogni b ∈ B riesce b ≥ r. In tal caso l’insieme B si dice
inferiormente limitato.
Il numero reale s si dice estremo inferiore di B se:
• s e` un minorante di B;
• per ogni m ∈ R che sia minorante di B risulta s ≥ m.
Ogni sottoinsieme non vuoto e inferiormente limitato di R ammette
estremo inferiore.
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Intervalli Siano a, b ∈ R con a < b. Si definiscono allora quattro
tipi di intervalli limitati di estremi a e b a seconda che gli estremi
appartengono o meno all’intervallo:
• [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}
• ]a, b[ = {x ∈ R : a < x < b}
• [a, b[ = {x ∈ R : a ≤ x < b}
• ]a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}
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Intervalli Siano a, b ∈ R con a < b. Si definiscono allora quattro
tipi di intervalli limitati di estremi a e b a seconda che gli estremi
appartengono o meno all’intervallo:
• [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}
• ]a, b[ = {x ∈ R : a < x < b}
• [a, b[ = {x ∈ R : a ≤ x < b}
• ]a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}
In ognuno di questi casi la lunghezza dell’intervallo e` il numero pos-
itivo b − a. L’intervallo [a, b] si dice chiuso in quanto contiene i suoi
estremi e ]a, b[, che non contiene i suoi estremi si dice aperto.
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Gli intervalli illimitati sono la trasposizione della nozione di semiretta:
• [a,∞[ = {x ∈ R : a ≤ x}
• ]a,∞[ = {x ∈ R : a < x}
• ]−∞, b[ = {x ∈ R : x < b}
• ]−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}
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Quando usiamo notazioni come [a,∞[ non stiamo asserendo che es-
ista un numero reale ∞. Il significato di ∞ sara` meglio precisato in
seguito.
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Gli intervalli illimitati sono la trasposizione della nozione di semiretta:
• [a,∞[ = {x ∈ R : a ≤ x}
• ]a,∞[ = {x ∈ R : a < x}
• ]−∞, b[ = {x ∈ R : x < b}
• ]−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}
Quando usiamo notazioni come [a,∞[ non stiamo asserendo che esista
un numero reale∞. Il significato di∞ sara` meglio precisato in seguito.
Gli intervalli del tipo ]a,∞[ e ]−∞, b[ sono detti aperti, mentre [a,∞[
e ]−∞, b] si dicono chiusi.
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Ordinamento e operazioni
R1 ∀ a, b ∈ R, a < b ⇐⇒ b− a > 0
R2 ∀ a, b, c ∈ R, a < b ⇐⇒ a + c < b + c
R3 ∀ a, b ∈ R e per ogni c > 0, a < b =⇒ ac < bc
∀ a, b ∈ R e ∀ c < 0, a < b =⇒ ac > bc
R4 ∀ a, b ∈ R, a, b > 0, a < b =⇒ 1
a
>
1
b
R5 ∀ a, b ∈ R, a, b ≥ 0 e ∀ p > 0, a < b ⇐⇒ ap < bp
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Valore assoluto
Se x ∈ R il valore assoluto di x e` la quantita` |x| definita da:
|x| =
 x se x ≥ 0,−x se x < 0.
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Valore assoluto
Se x ∈ R il valore assoluto di x e` la quantita` |x| definita da:
|x| =
 x se x ≥ 0,−x se x < 0.
Proprieta` del valore assoluto
√
x2 = |x|
max{x, y} = x + y + |x− y|
2
, min{x, y} = x + y − |x− y|
2
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|−x| = |x| , x ≤ |x| , |x| = max{x,−x}, |xy| = |x| |y|
